
ORDRE DES INGÉNIEURS DU QUÉBEC
14-PH-A4 — Mécanique quantique

SESSION DE MAI 2015

— Toute documentation permise
— Calculatrices : modèles autorisés seulement
— Durée de l’examen : 3 heures

1 Questions générales (4 points)
Répondez aux questions suivantes en quelques mots ou quelques lignes seulement, tout

en justifiant votre réponse.
a) Quelle est la quantité de mouvement d’un électron en fonction de sa longueur d’onde

de De Broglie ?
b) Soit l’Hamiltonien de la particule libre

Ĥ =
p̂2

2m
,

quelle est l’expression simplifiée du commutateur

[x̂, Ĥ]

où x̂ est l’opérateur position ?
c) Ré-écrivez l’état quantique suivant de façon normalisée.

|Ψ〉 = |ψ0〉+ 2i|ψ1〉 − 2|ψ2〉

d) Ré-écrivez la fonction d’onde suivante de façon normalisée.

Ψ(x) =

{
eax x ≤ 0

e−ax x ≥ 0
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Figure 1 – Potentiel V (x) parabolique tronqué.

Question 2 : Puits de potentiel harmonique (6 points)

Étudions la mécanique d’un électron dans le puits de potentiel représenté à la Fig. 1.

V (x) =

{
kx2

2
|x| ≤ x1

0 |x| > x1

a) Écrivez l’équation de Schrödinger indépendante du temps que doit satisfaire la fonction
d’onde de l’électron pour toute valeur de x.

b) Quelle est la solution générale de l’équation dans les segments |x| > x1 où V = 0 ?
c) Quelles sont les conditions que doivent satisfaire les solutions aux frontières, soit pour

x ∈ {−x1, x1} ?
d) En négligeant l’effet des régions de potentiel nul sur les bords, quelle est l’énergie des

deux premiers états confinés dans le potentiel parabolique ?
e) Tracez un sketch de la fonction d’onde des deux premiers états confinés dans le po-

tentiel parabolique, en négligeant la présence des régions de potentiel nul. Il n’est pas
nécessaire de calculer la fonction d’onde.

f) Supposons que le troisième état a une énergie inférieure mais proche du potentiel
maximal, donc E3 / Vmax. Tracez un sketch de la fonction d’onde, cette fois-ci en
tenant compte de l’effet tunnel potentiel sur les deux bords du puits de potentiel.
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Question 3 : Opérateurs d’échelle (5 points)
Certains systèmes, tels l’oscillateur harmonique, ont des niveaux d’énergie discrets, in-

dexés avec un entier n, dont la fonction d’onde est représentée par une ket |n〉. Un état
quelconque s’écrit alors

|ψ〉 =
∞∑
n=0

cn|n〉

On dénote n̄ = 〈n̂〉 l’espérance du niveau d’énergie n de l’état |ψ〉 et

σ̄ = 〈n̂2〉 − 〈n̂〉2

sa variance, où n̂ = â†â est l’opérateur nombre avec â† et â les opérateurs de création et
d’annihilation respectivement, satisfaisant la relation de commutation [â, â†] = 1.

a) Donnez une expression la plus simple possible pour les commutateurs [n̂, â] et [n̂, â†].
b) Quel est le résultat de l’application de â sur l’état |ψ〉 ?
c) Quel est le résultat de l’application de â† sur l’état |ψ〉 ?
d) Soit |Ψ〉 l’état â|ψ〉 normalisé, donc proportionnel au résultat de l’application de l’opé-

rateur annihilation sur |ψ〉. Déterminez l’espérance de n̂ de cet état |Ψ〉. Idéalement,
le résultat n’est fonction que de n̄ et σ̄.

Question 4 : Points quantiques (5 points)

V = 0

Figure 2 – Potentiel de Dirac d’un point quantique.

La distribution de potentiel d’un point quantique se modélise bien par

V (x) = −V0δ(x)

où δ(x) est la fonction de Dirac.

a) Écrivez la solution générale de l’équation de Schrödinger dans les régions x < 0 et
x > 0.

b) Quelle condition limite doit-on satisfaire à la position x = 0 ?
c) Déduisez-en l’unique solution localisée autour de x = 0. Écrivez la solution sous forme

normalisée.
d) Quelle est l’énergie de la solution trouvée ?
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Question 5 : Atome d’hydrogène (5 points)
On donne trois descriptions de l’état d’un atome d’hydrogène

|Ψ1〉 = |1, 1, 0〉
|Ψ2〉 = |2, 1,−1〉
|Ψ3〉 = |3, 2, 1〉

où on utilise la notation |n, l,m〉 pour représenter les états stationnaires ψn,l,m de l’atome
d’hydrogène.

a) Parmi les trois états donnés, au moins un est invalide selon les règles de quantification.
Identifiez les états valides et invalides.

b) Écrivez l’état de l’atome d’hydrogène à l’énergie minimale, dans la même notation.
c) Quelle est l’énergie des états valides ?
d) Quelle est l’espérance 〈L̂2〉 des états valides ?
e) Quelle est l’espérance 〈L̂z〉 des états valides ?
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