
ORDRE DES INGÉNIEURS DU QUÉBEC
14-PH-A4 — Mécanique quantique

SESSION DE NOVEMBRE 2017

• Toute documentation permise.
• Calculatrices: modèles autorisés seulement.
• Durée de l’examen: 3 heures.
• L’examen comprend quatre questions sur cinq pages pour un total de 20 points.

1 Questions générales (4 points)
Répondez aux questions suivantes en quelques mots ou quelques lignes seulement, tout en
justifiant votre réponse.

a) Calculer un état normé orthogonal à

sin(θ)|ψ1〉+ exp(iφ) cos(θ)|ψ2〉

pour toute valeur de θ et φ. On suppose la base |ψi〉 orthonormée.

b) Ré-écrire la fonction d’onde suivante de façon normalisée.

Ψ(x) =

{
[1− (x− a)2] exp(ikx) −a ≤ x ≤ a

0 ailleurs

c) Soit â un opérateur quelconque. Donner deux formules pour q̂ et p̂ telles que â = q̂+ ip̂
est une décomposition en partie hermitique q̂ et anti-hermitique p̂ de â.

d) Un électron libre de masse me a la fonction d’onde

Ψ(x, t) = sin(kx− ωt),

calculer sa longueur d’onde de deBroglie et sa vitesse de groupe.
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Question 2 : Oscillateur harmonique (5 points)
Une particule de masse m se trouve dans un potentiel harmonique

V (x) =
1

2
mω2x2

dans une dimension x.

a) Écrire les fonctions d’onde Ψ(x) de la particule dans les niveaux n = 0 et n = 1. On
demande seulement le résultat, sans preuve nécessaire.

b) Calculer les espérances 〈x〉 et 〈x2〉 pour ces deux premiers niveaux. En déduire la
variance ∆x.

c) Calculer les espérances 〈p〉 et 〈p2〉 pour le premier niveau fondamental seulement. En
déduire la variance ∆p.

d) Montrer que le produit ∆x∆p d’une particule au niveau fondamental minimise l’incertitude.

On donne pour référence les intégrales suivantes.∫ ∞
−∞

exp(−ax2) dx =

√
π

a∫ ∞
−∞

x2 exp(−ax2) dx =
1

2

√
π

a3∫ ∞
−∞

x4 exp(−ax2) dx =
3

4

√
π

a5
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Question 3 : Puits de potentiel (6 points)

x
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Figure 1: Potentiel V (x).

Soit le puits de potentiel

V (x) =

{
∞ x < 0

−V0 exp(−ax) x ≥ 0

tel que montré à la figure 1.
Répondre aux questions suivantes.

a) Écrire l’équation que doit respecter la fonction d’onde en tout point x.

b) Quelles conditions frontières doivent être respectées pour tous les états liés?

c) Pour E = 0, la solution générale est donnée par

Ψ(x) = c1J0(C exp(−ax/2)) + c2Y0(C exp(−ax/2))

où J0 est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre 0, Y0 la fonction de Bessel
de deuxième espèce d’ordre 0, c1 et c2 sont des constantes d’intégration, et

C2 =
8mV0
a2~2

.

À quelle condition le puits possède-t-il un niveau lié?

On donne la forme des fonctions de Bessel d’ordre 0 à la figure 2 à la page suivante.
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Figure 2: Fonctions de Bessel d’ordre 0.
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Question 4 : Effet Stark dans l’atome d’hydrogène (5 points)
L’effet Stark désigne la perturbation des niveaux d’énergie d’un système sous l’effet d’un
champ électrique appliqué. On s’intéresse ici à l’effet Stark dans un atome d’hydrogène.
L’hamiltonien d’interaction du champ électrique appliqué sur un électron s’écrit

Ĥint = eE ẑ

où e est la charge élémentaire et E l’amplitude du champ électrique.
On utilise la théorie des perturbations au premier ordre pour estimer le décalage d’énergie

∆E des niveaux n = 0 et n = 1 de l’atome d’hydrogène. On remarque que plusieurs termes
de la perturbation sont manifestement nuls par des arguments de symétrie que vous pouvez
invoquer.

a) Estimer la perturbation au premier ordre de l’énergie E du niveau n = 0.

b) Pour l’estimation de la perturbation au premier ordre de l’énergie du niveau n = 1,
calculer les termes

〈2, `′,m′|Ĥint|2, `,m〉

pour toutes valeurs possibles de `′,m′, `,m.

On donne les fonctions d’onde Ψn,l,m suivantes où a0 est le rayon de Bohr.

Ψ1,0,0 =
1√
πa30

exp(−r/a0)

Ψ2,0,0 =
1√
8πa30

exp(−r/2a0)
(

1− r

2a0

)
Ψ2,1,1 = − 1

8
√
πa50

exp(−r/2a0)r sin θ exp(iϕ)

Ψ2,1,0 =
1

4
√

2πa50
exp(−r/2a0)r cos θ

Ψ2,1,−1 =
1

8
√
πa50

exp(−r/2a0)r sin θ exp(−iϕ)

On donne pour référence l’intégrale suivante.∫ ∞
0

rn exp(−r/a) dr = n! an+1
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