
ORDRE DES INGÉNIEURS DU QUÉBEC
14-PH-A4 — Mécanique quantique

SESSION DE NOVEMBRE 2015

— Toute documentation permise.
— Calculatrices : modèles autorisés seulement.
— Durée de l’examen : 3 heures.
— L’examen comprend cinq questions sur quatre pages pour un total de 25 points.

1 Questions générales (4 points)
Répondez aux questions suivantes en quelques mots ou quelques lignes seulement, tout

en justifiant votre réponse.
a) Quelle est la différence entre des fermions et des bosons ? Un seul critère suffit pour la

réponse.
b) Calculez le commutateur [x̂, â] où â est l’opérateur annihilation et x̂ est une quadrature

x̂ =
â+ â†

2

c) Ré-écrivez l’état quantique suivant de façon normalisée.

|ψ1〉+ i|ψ2〉 − 2|ψ3〉

où les |ψi〉 sont orthonormés.
d) Ré-écrivez la fonction d’onde suivante de façon normalisée.

Ψ(x) =

{
cos(ax) |x| ≤ π

2a

0 |x| > π
2a
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Question 2 : Puits de potentiel (6 points)

x
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Figure 1 – Potentiel V (x) en boîte semi-infinie.

Soit une particule d’énergie E < 0 liée au potentiel montré à la figure 1. Ce potentiel
s’exprime de la façon suivante :

V (x) =


∞ x < 0

−V0 0 ≤ x ≤ a

0 a < x

Répondre aux questions suivantes.
a) Calculer les fonctions d’onde possibles de la particule dans ce potentiel, en fonction de

son nombre quantique n. On ne demande pas de les normaliser.
b) Écrire l’équation transcendante devant être résolue pour calculer l’énergie associée à

ces fonctions d’onde.
c) Déterminer la valeur minimale de V0 pour laquelle il existe au moins un état lié.

2



Question 3 : Potentiel harmonique et champ électrique (5
points)

La dynamique d’une particule de charge q et de masse m dans un potentiel harmonique
est décrite par l’Hamiltonien

H0 =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2

dont on sait que la solution d’énergie minimale est la fonction d’onde

Ψ0(x) = K exp(−βx2)

Répondre aux questions suivante.
a) Déterminer les constantes β et l’énergie E0 de l’état décrit par Ψ0(x), solution de

l’Hamiltonien H0.
b) On applique maintenant un champ électrique E dont l’effet est décrit par un terme

supplémentaire de l’Hamiltonien
H ′ = qE x̂

de sorte que l’Hamiltonien devient H = H0 +H ′. Calculer la fonction d’onde Ψ′0(x) et
l’énergie E ′0 de l’état fondamental en présence du champ électrique.

Question 4 : Moments orbitaux (5 points)
Une particule se trouve dans un potentiel central. Son état |`m〉 est une fonction propre

des deux opérateurs L̂z et L̂2. Les opérateurs échelons (création et annihilation) respectent
les équations suivantes

L̂± = L̂x ± i L̂y
L̂+|`m〉 = ~

√
`(`+ 1)−m(m+ 1)|`,m+ 1〉

L̂−|`m〉 = ~
√
`(`+ 1)−m(m− 1)|`,m− 1〉

Répondre aux questions suivantes.
a) Évaluer la somme (∆Lx)

2 + (∆Ly)
2.

b) Pour quelles valeurs de ` et m cette somme est-elle nulle ?
c) Supposons que des mesures de l’état donnent 〈L̂z〉 = ~ et 〈L̂2〉 = 2~2. Dans quel état

quantique |`m〉 se trouve alors la particule ?
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Question 5 : Laser à cascade quantique (5 points)

QUESTION 2 :  MÉCANIQUE QUANTIQUE  

 
Un laser à cascade quantique est basé sur les niveaux énergétiques de l’électron dans une structure 
semi-conductrice complexe.  Le principe de fonctionnement, illustré à la figure 1, est le suivant : 

• un champ électrique guide les électrons dans la structure  
• les électrons provenant d’un injecteur (en gris sur la figure et dont la nature n’est pas 

importante pour ce problème) sont injectés dans un premier puits quantique,  
• l’effet tunnel mène à l’injection d’électrons de l’injecteur vers le niveau n = 3 d’un puits 

quantique, 
• les électrons se désexcitent par émission radiative au niveau fondamental de ce puits, la 

transition laser est du niveau n = 3 à n = 2, 
• toujours par effet tunnel, les électrons sont extraits du puits et transférés à un nouvel 

injecteur, 
• les électrons sont ensuite injectés dans un nouveau puits quantique où de nouveaux 

photons sont émis, ce processus se répète environ 5 à 50 fois. 

 
 
Fig. 1 – Laser à cascade quantique.  Le profil rectangulaire représente le potentiel V(x) défini par 
l’alternance de deux matériaux semi-conducteurs sous l’effet d’un champ électrique.  Les électrons 
sont injectés dans un premier puits où l’émission radiative se produit.  Le même électron produit 
autant de photons qu’il a de puits quantiques placés en cascade.  L’injecteur n’est pas important pour 
répondre aux questions. 
 
 
 

(voir page suivante) 
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Figure 2 – Laser à cascade quantique. Les électrons sont injectés au niveau 3 d’un puits de
potentiel, d’où il relaxe au niveau 2 de façons radiative. Le processus se répète dans plusieurs
puits.

Un laser à cascade quantique est basé sur les niveaux énergétiques de l’électron dans une
structure semi-conductrice complexe. Le principe de fonctionnement, illustré à la figure 2,
est le suivant :

— un champ électrique applique une force sur les électrons,
— les électrons provenant d’un injecteur (dont la nature n’est pas essentielle pour ce

problème) sont injectés dans un premier puits quantique,
— les électrons passe par effet tunnel de l’injecteur vers le niveau n = 3 d’un puits

quantique,
— les électrons se désexcitent de façon radiative au niveau n = 2, émettant un photon, et

ensuite de façon non-radiative au niveau n = 1,
— les électrons passent par effet tunnel à l’injecteur suivant,
— le processus se répète, typiquement de 5 à 50 fois.
Répondre aux questions suivantes.
a) Pour une largeur de puits de 8 nm et une masse effective de l’électron de me = 6,38×

10−32 kg, proposer un Hamiltonien (approximatif) que vous pouvez résoudre et estimer
la fréquence d’opération du laser.

b) Énumérer les approximations utilisées pour arriver à cette estimation et discuter de
leur importance relative. Est-ce que l’estimation sur-estime ou sous-estime la fréquence
d’opération ?
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