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20-MB-B13 MATHÉMATIQUES AVANCÉES

Question 1. (20 points)

a) [15 pts] Développer la solution de l’équation différentielle suivante en série de puis-
sances de x.

y′(x)− x2y(x) = 0

b) [5 pts] En déduire une expression simple (sans série) de la solution.

Question 2. (20 points)

a) [15 pts] Déterminer les coefficients de la série de Fourier de la fonction périodique f
de période T = 2 et définie par

f(x) = |x|, si − 1 ≤ x < 1.

b) [5 pts] La série de Fourier est-elle égale à f(x) pour tout x ? Justifier)

Question 3. (20 points)

On suppose qu’on ne connait pas la valeur de
√
2 et on souhaite en déterminer une

approximation, à l’aide de la méthode de Newton dans un premier temps. Pour cela, on
considère les trois fonctions suivantes dont

√
2 est une racine :

h(x) = x2 − 2x+ (2
√
2− 2), j(x) = x3 − 2

√
2 x2 + 2x, k(x) = x2 − 2.

a) [5 pts] Pourquoi les fonctions h et j ne sont-elles pas adaptées au problème ?

b) [10 pts] Pour chacune des trois fonctions h,j et k, déterminer l’ordre de convergence
de la méthode de Newton dans chacun des cas, sans faire d’itérations.

d) [5 pts] Sans faire d’itérations, déterminer combien d’itérations de la méthode de la
bissection appliquée à la fonction k en partant de l’intervalle [1, 2] sont nécessaires
pour avoir une approximation de

√
2 à 10−8 près ?
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Question 4. (20 points)

Soient

A =

 1 3 −1
2 7 −2
−1 0 2

 et ~b =

 6
15
8


a) [5 pts] Pourquoi peut-on dire que A admet une factorisation LU ?

b) [5 pts] A admet-elle une factorisation de Choleski ? Quel est l’intérêt de la factorisation
de Choleski ?

b) [10 pts] Déterminer les valeurs de a, b et c pour que A = LU (montrer les détails de
vos calculs) avec

L =

a 0 0
2 1 0
b 3 1

 et U =

1 3 c
0 1 d
0 0 1


Question 5. (20 points)

On considère la fonction S(x) définie par

S(x) =


S0(x) = a+

175

16
(x− 1) +

b

16
(x− 1)3, 1 ≤ x ≤ 2

S1(x) = 9 +
17

8
(x− 2)− 141

16
(x− 2)2 + 3(x− 2)3, 2 ≤ x ≤ 4

et on considère les trois points (1, 1), (2, 9) et (4, 2).

a) [10 pts] Existe-t’il des constantes a et b telles que cette fonction interpole les trois
points (si oui, les déterminer) ?

b) [10 pts] Est-ce une spline cubique ? Si oui, est-ce une spline cubique naturelle (aussi
appelée spline cubique libre) ?
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