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20-MB-B13 MATHÉMATIQUES AVANCÉES

Question 1. (20 points)

Pour chacune des différentielles suivantes, développer la solution en série de puissances
de x et en déduire une expression simple (sans série) de la solution.

a) [10 pts]

y′(x)− 2xy(x) = 0, y(0) = 1.

b) [10 pts]

y′′(x)− xy′(x)− y(x) = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0.

Question 2. (20 points)

Déterminer les coefficients de la série de Fourier des fonctions 2π-périodiques suivantes

a) [10 pts]

f(x) = −1, si − π < x ≤ 0,

f(x) = 1, si 0 < x ≤ π.

b) [10 pts]
f(x) = x+ π, si − π < x ≤ π

.

Question 3. (20 points)

Soit f(x) = ex − 3x. On considère l’équation f(x) = 0.

(a) [5 pts] Montrer qu’il y a une racine dans l’intervalle [0, 1]. Pourquoi peut on dire qu’il
y en a qu’une seule sur cet intervalle ?

(b) [5 pts] Peut-on appliquer le méthode de la bissection sur l’intervalle [0, 1] ? Si oui,
combien faut-il d’itérations pour que l’erreur absolue soit plus petite que 10−8 ?
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(c) [5 pts] Sans faire d’itérations, déterminer si la méthode de point fixe xn+1 = g(xn)
avec g(x) = 1

3e
x converge et à quel ordre.

(d) [5 pts] Sans faire d’itérations, montrer que la méthode de Newton converge à l’ordre
2 ou plus (sans préciser ce nombre).

Question 4. (20 points)

On considère la matrice

A =

1 1 0
1 2 0
0 0 1


(a) [10 pts] A admet-elle une factorisation de Choleski ?

(b) [10 pts] Calculer (en montrant les détails de vos calculs) la matrice Ũ de la factori-
sation de Crout (A = LŨ) sachant que

L =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

 .

Question 5. (20 points)

Démontrer que la fonction suivante interpole les points (−1, 4), (0, 0) et (1, 0), qu’elle
est une spline cubique et qu’elle est naturelle, pour des coefficients a, b et c que vous déter-
minerez.

S(x) =

{
S0(x) = a+ b(x+ 1) + c(x+ 1)3 pour − 1 ≤ x ≤ 0,

S1(x) = −2x+ 3x2 − x3 pour 0 ≤ x ≤ 1.
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